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Resumen. El articulo presenta funciones de correlacién basadas en
similitudes y disimilitud entre distribuciones de probabilidad. La medidas
de similitud y distancia que son usadas comparan dos distribuciones de
probabilidad o tuplas de nimeros reales. Se exploran funciones de dis-
tribucién de probabilidad, medidas de distancias/similitud que cumplen
con las propiedades de funcién de similitud o disimilitud. A partir de
estas nuevas funciones de similitud o disimilitud se construyen nuevas
funciones de correlaciéon. También se da un bosquejo general de lo que
son las funciones de similitud, disimilitud y correlacién.

Palabras clave: Funciones de similitud o disimilitud, funciones com-
plementarias, funciones de correlacién.

Generalities for Correlation Functions
between Probability Distributions

Abstract. The paper presents correlation functions based on similarity
and dissimilarity between probability distributions. The similarity and
distance measures that are used compare two probability distributions
or tuples of real numbers. Probability distribution functions, measures
of distance or similarity that meet the similarity or dissimilarity func-
tion properties are explored. From these new similarity or dissimilarity
functions, new correlation functions are constructed. A general outline
of what the similarity, dissimilarity, and correlation functions are is also
given.

Keywords: Similarity or dissimilarity functions, complementary func-
tions, correlation functions.
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1. Introduccién

Las aplicaciones a los algoritmos de Machine Learning y Mineria de Datos
han llevado al ser humano a un crecimiento acelerado en muchas areas tanto del
conocimiento como de la vida diaria, esto se debe a que los seres humanos cada
dia pueden usar herramientas que cumplan con tareas automatizadas dando a
los seres humanos la opcién de optimizar su tiempo.

Las medidas de similitud y correlacién se utilizan en la recuperaciéon de
informacion, clasificaciéon de datos, aprendizaje automatico, analisis de relacio-
nes y toma de decisiones en ecologia, lingiiistica computacional, procesamiento
de imagenes y senales, andlisis de datos financieros, bioinformatica y ciencias
sociales.

Los algoritmos de aprendizaje no supervisado hacen uso de medidas de
similitud para poder agrupar conjuntos de datos, estos algoritmos trabajan tanto
con datos nominales como numéricos, estos datos se mide que tanto se relacionan
entre si, con medidas de similitud.

En este articulo, la segunda seccién, se explican las propiedades de funciones
de similitud y disimilitud, la tercera es seccién una breve explicaciéon sobre
distribuciones de probabilidad, en la cuarta seccién se exploran medidas de
similitud como: Bhattacharyya, Coseno, Czekanowski, Ruzicka, Jaccard y Dice
que también son funciones de distribuciones de probabilidad [2] se puede ver que
cumplen que son funciones S : £2x 2 — [0;1] s 2 si para todo z,y en §2 cumplen
con las propiedades de simetria y reflexiva por tanto son funciones de similitud
[1], a partir de estas se construyen nuevas funciones de correlacién.

En la seccién cinco se exploran medidas de distancias como: Sorensen, Wa-
ve Hedges, Soergel, Tanimoto, Jaccard y Dice, que también son funciones de
distribuciones de probabilidad [2] se puede ver que cumplen que son funciones
S 02 x 2 —[0;1] s £ si para todo z,y en 2 cumplen con las propiedades de
simetria e irreflexiva por tanto son funciones de disimilitud [1] a partir de estas
se construyen nuevas funciones de correlacion.

En la seccidén seis, se muestra que algunas de estas funciones de similitud y
disimilitud son complementarias. En la seccion siete, se da un breve resumen de
las funciones de correlacién creadas. Por ultimo en la seccién siete se discuten
las concluciones y trabajo a futuro.

2. Funciones de similitud, disimilitud y de correlacion

Los datos de los cuales podremos extraer conocimiento pueden venir de un
conjunto diferente del vacio, sea {2 tal conjunto que se denominard un dominio
universal o un conjunto subyacente en la definicién de similitud. Ya que podemos
considerar a {2 como un dominio especifico para un tipo de datos considerado:
el conjunto de todas las n-tuplas binarias, el conjunto de todos los vectores con
valores en los reales de longitud n, el conjunto de imagenes u objetos considerados
en algin problema, etc[1].

Una funcién S : 2 x 2 — [0;1] se llama una funcién de similitud en {2 si
para todo x,y en {2 cumple las siguientes propiedades:
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» Simetria: S(z,y) = S(y, z) [5],
» Reflexiva: S(z,z)=1.

Una funcién D: 2 x 2 — [0;1] es una funcién de disimilitud en (2 si para
todo x,y en {2 esta cumple las siguientes propiedades:

» Simetria: D(z,y) = D(y, ),
» Irreflexiva: D(z,z) = 0.

Podemos decir que estas funciones son complementarias si para todo x,y en
2 se cumple que: S(x,y) + D(z,y) = 1.
Para funciones complementarias de similitud o disimilitud tenemos que:

S(xvy):l_D(ZE?y)’D($7y):I_S(xvy)' (1)

Una funcién A: 2 x 2 — [0;1] es una funcién de correlacién en {2 si para
todo ,y en {2 esta cumple las siguientes propiedades [5]:

» Simetria: A(z,y) = Ay, z),
» Reflexiva: A(z,z) =1,
= Negativa:A(z,y) < 0 para algin z,y en 2.

Dichas funciones de correlacion se denominardn funciones de correlacion
débiles si no satisfacen la propiedad de relacién inversa la cual nos dice:

Proposicion 1. Suponga que S y D son funciones de similitud y disimilitud
en {2 de tal manera que para algunos z,y en {2 se cumple: S(z,y) < D(z,y) v,
entonces la funcién definida para todo (z,y) en {2 esta dada por:

A(x,y) - S(x,y) - D(:E,y), (2)

es una funcion de correlacion. Si S y D son complementarios, entonces la funcién
A serd una funcién de correlacién si para algin z,y en {2 se cumple: S(z,y) < ,5.

La férmula obtenida para A tiene una interpretacion razonable: la correlacion
entre x e y es positiva si la similitud entre ellas es mayor que la disimilitud, y la
correlacién es negativa en caso contrario.

Si las funciones de similitud S y disimilitud D son complementarias, la funcién
de correlacién A definida por (1) se llama complementaria a S y D. Las funciones
complementarias S, D y A se designardn como (S, D, A) y se denominarin
tripleta de correlacién . De la definicién de las funciones complementarias disi-
militud, similitud y de (2) se deduce que las funciones de similitud, disimilitud
y correlacion de la tripleta de correlacién (S,D,A) pueden obtenerse una de otra
para todo (z,y) en {2 como sigue [4]:

S(xvy):l_D(Ivy)’D(xvy):I_S(xvy)v (3)
Alw,y) = 25(a,9) ~ 1,5(r,) = 5Ar,y) +1. @
Alr,y) =1-2D(e,y), Dla,y) = 5 (1~ Alz,y)). 5)
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3. Distribuciones de probabilidad

Un espacio probabilistico formalmente es una tripleta (2, F, P) con (£2,F)
un espacio métrico y P una medida de probabilidad. Supongamos que existe
A € F entonces podemos decir que P(A) se le llama probabilidad de A [3].

Consideramos que P es una funcién que asigna valores en el intervalo (0,1)
y cumple las siguientes propiedades: Sea w una variable aleatoria en el conjunto
F [3]:

1. P(w) >0,
2. Y peop(w) =1.

Sea X un conjunto finito numerable y consideramos a la variable aleatoria
w, decimos que py,(z) = P(C;) con {C, =y : w(y) = x}, es una distribucién de
probabilidad de la variable w.

En términos simples una funcién de distribuciéon de probabilidad asigna
evento que ocurre sobre la variable aleatoria la probabilidad de que dicho evento
ocurra [6].

4. Construccion de funciones correlacién con funciones
de similitud

Sea x = z1,...,x, una distribucién de probabilidad finita con x; > 0 para
todo i = 1,...,ny > o = 1. Sea y = y1,...,y, una distribucién de
probabilidad finita con y; > 0 para todoi =1,...,ny > ., y; = 1. Definimos
al coeficiente Bhattacharyya como sigue [5]:

n

S(z,y) = Z VY. (6)

i=1

Podemos mostrar que la anterior similitud cumple las propiedades de simetria
y reflexiva .

Ya que esta medida de similitud cumple con las propiedades para ser una
funcin de similitud podemos concluir que es una funcién de similitud, por tanto
podemos hacer uso de (4) para construir una funcién de correlacién débil como
sigue:

Alw,y) =2 Vg = 1. (7)

La simititud coseno esta dada por la siguiente formula. Consideramos n-
tuplas ¢ = (1,...,2,) ¥y y = (Y1, -.., Yn) con valores en los reales [4].

Z?:1 TilYi
)
\/Z?:l 7 E?:1 y?

(8)

cos(a,y) =

donde z;,y; > 0i=1,...,n.
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Es facil notar que la similitud coseno cumple con las propiedades de simetria y
reflexiva. Ya que es simétrica, reflexiva, es una funcién de similitud para construir
una funcién de correlacién débil consideramos la formula (4).

Entonces tenemos que la funcién de correlacién débil de la funcion similitud
coseno esta dada por:

227-1 LiYi
A(z,y) = = -1 (9)
\/Zizl 7 D et y;

La similitud Czekanowski compara dos distribuciones de probabilidad [2].
Sean P; y @; dos distribuciones de probabilidad la similitud Czekanowski esta
dada por:

250 min(P;, Q;)
SCze = d .
Yo (P + Q)

Se puede mostrar que la medida de similitud cumple con Sc,e : 2 X 2 —
[0; 1], ademas de que es reflexiva y simétrica, entonces la similitud Czekanowski
es una funcién de similitud, por las propiedades que cumplen las funciones de
similitud por tanto podemos usar la ecuacién (4) para construir una funcién de
correlacién débil para la funcién de similitud Czekanowski como sigue:

(10)

d .
Ay = L2immintB Qi) (11)

Y (Pi+ Qi)

La similitud Ruzicka compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P;
y @; dos distribuciones de probabilidad la similitud Ruzicka esta dada por:

S min(P;, Q)
Shu, = =4 .
" Z?:l max(P;, Q;) ()

Se puede mostrar que la medida de similitud cumple con Sc,. : 2 X 2 —
[0;1], y cumple con las propiedades de simetria y reflexiva, por tanto podemos
usar la ecuacién (4) para construir una funcién de correlacién débil para la
similitud Ruzicka, como sigue:

d .
A = 22z MinF, Qs) (13)

Zj:l max(P;, Q;)

La similitud Jaccard compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P;
y @Q; dos distribuciones de probabilidad la similitud Jaccard esta dada por:

E?:l PiQi )
YL PP+ YL, QF - XL P

Se puede mostrar que la medida de similitud cumple con Sy, : 2x2 — [0;1],
y cumple con las propiedades de simetria y reflexiva, por tanto podemos usar

SJac =

(14)
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la ecuacién (4) para construir una funcién de correlacién débil para la similitud
Jaccard, como sigue:

2521, PQi 1
25:1 Pi2 + 25:1 sz - Z?:l PQi

La similitud Dice compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P; y
Q; dos distribuciones de probabilidad la similitud Dice esta dada por:

2 2?21 PQ; .
Z?:l Pi2 + 211121 Q?

Se puede mostrar que la similitud Dice tiene su dominio en el conjunto (0,1),
y cumple con las propiedades de simetria y reflexiva, por tanto podemos usar
la ecuacién (3) para construir una funcién de correlacién débil para la similitud
Dice, como sigue:

AJac =

(15)

SDice = (16)

A3 PQ;
ADice = d 222:1 ? 5 -1 (17)
Y PP Q;

5. Construccion de funciones correlacién con funciones
de disimilitud

La distancia Sorensen [2] puede ser usada para comparar dos distribuciones de
probabilidad. Sean P; y @); distribuciones de probabilidad, la distancia Sorencen
esta dada por:

S 1P -

Dsor = ~d - -
Zi:1 Pz =+ Qi

Se puede mostrar que esta distancia Dy, : 2 X 2 — [0;1], ademas de

que es irreflexiva, y simétrica, entonces la distancia Sorencen es una funcién

de disimilitud,por las propiedades que cumplen las funciones de disimilitud por

tanto podemos usar la ecuacién (5) para construir una funcién de correlacién
débil para la funcién de disimilitud Sorencen como sigue:

d
_ 4Zi:1 [P — Qi
] .
2im1(Pi+ Qi)
La distancia Wave Hedges compara dos distribuciones de probabilidad [2].

Sean P; y @Q; dos distribuciones de probabilidad, entonces la distancia Wave
Hedges esta dada por:

(18)

Agor = 1 (19)

d

B 1 —min(P;,Q;)
= ; max(P;, Qi) (20)

Se puede mostrar que la distancia cumple con dy g : 2x 2 — [0;1]) y cumple
con las propiedades de simetria e irreflexiva, entonces podemos decir que es una
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funcién de disimilitud, por tanto podemos usar la ecuacién (5) para construir
una funcion de correlacién débil para la disimilitud Wave Hedges, como sigue:

d .

i=

La distancia Soergel compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P;
y @Q; dos distribuciones de probabilidad, la distancia Soergel esta dada por:

d
> i1 [P — Qi
= .
>iz1 maz (P, Q;)

Se puede mostrar que esta distancia cumple con Dgg : 2% {2 — [0; 1], ademas
de que es irreflexiva, y simétrica, entonces la distancia Soergel es una funcién
de disimilitud,por las propiedades que cumplen las funciones de disimilitud por
tanto podemos usar la ecuacién (5) para construir una funcién de correlacién
débil para la funcién de disimilitud Soergel como sigue:

d
2y 0 | P — Q;
Agg =1~ dezl 1P = Qil . (23)
>im1 max(P;, Qi)

La distancia Tanimoto compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean

P; y Q; dos distribuciones de probabilidad, la distancia Tanimoto esta dada por:
d .
Dy — Y i max(P;, Q;) — min(P;, Q;) (24)
ant — d .
>iz1 maz (P, Q;)

Se puede mostrar que esta distancia Dpgn; : 2 X 2 — [0;1], ademas de
que es irreflexiva, y simétrica, entonces la distancia Tanimoto es una funcién
de disimilitud,por las propiedades que cumplen las funciones de disimilitud por
tanto podemos usar la ecuacién (5) para construir una funcién de correlacién
débil para la funcién de disimilitud Tanimoto como sigue:

d ,
2> max(P;,Q;) — min(P;, Q;
ATani =1- Elil d( : QZ) ( : Ql) . (25)
> izt maz (P, Q;)

La distancia Jaccard compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P;

y @Q; dos distribuciones de probabilidad la similitud Jaccard esta dada por:

d
Zi:1(Pi - Qz)Q
d d d :
Zi=1 Pi2 + Zi:l Q% - Zi=1 PiQi
Se puede mostrar que la distancia cumple con Djq. : 2 x 2 — [0;1], v
cumple con las propiedades de simetria e irreflexiva, por tanto podemos usar la

ecuacién (5) para construir una funcién de correlacién débil para la funcién de
disimilitud Jaccard, como sigue:

dsg = (22)

Djoe = (26)

_ 2550, (P~ Q) |
Z?:l Pi2 + Z?:l Qz2 - Z?:l -PzQz
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La distancia Dice compara dos distribuciones de probabilidad [2]. Sean P; y
(); dos distribuciones de probabilidad la similitud Dice esta dada por:

i (P - Q)
Y, P2+, Q2

Se puede mostrar que la distancia cumple con Dpiee : 2 X 2 — [0;1], v
cumple con las propiedades de simetria e irreflexiva, por tanto podemos usar la
ecuacién (5) para construir una funcién de correlacién débil para la funcién de
disimilitud Dice, como sigue:

DDice - (28)

S (P Qi)
Y PP+, @

Apice =1— (29)

6. Funciones complementarias

Podemos notar que la funcién de disimilitud Sorensen puede expresarse de
la siguiente manera [2]:

d
i—1 [P — Qi
Dsor =1—Scze = M (30)
Zi:l P + Qi

Lo que nos dice que por la ecuacién (3) que la funcién de similitud Czeka-
nowski y la funcién de disimilitud Sorensen son complementarias.

Se puede observar que, Sjoc + Djoe = 1 [2] podemos concluir que son
funciones complementarias por la ecuacién (1). Sabemos que Spice + Dpice = 1
[2] podemos concluir que son funciones complementarias por la ecuacién (1).

Tabla 1. Funciones de similitud.

N Funcion de Similitud Funcion de Correlacion
(6) S(@,y) =) oy VYL Az, ) _222 o -
ziY; T
(8) cos(z,y) \/lelzlll Acos(z,y) = \/zbllqul
(10) Scze = % A, = % -
i=1 v * iz 3 i
(12)  Sp. = PRED I

ijlmaw(PuQi) ijlmax(Pini)
ST P 237 P
14) S; = i=1 Ay = =1 -1
SN SIS SIS ST SN2 VI S
221‘:1 PiQi ADice = 4El  Fii -1

SD" =
B DA ED DT DS D

(16)
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Tabla 2. Funciones de disimilitud.

N ] Funcion de Disimilitud [ Funcion de Correlacion]|

(18) Dypy = it P11 Ay =1 2 1Pl
- dZZ:l Pﬁ((;?; Qi) - d 2%:?:1'(1?;%))
(20) dwn = 21:1 % Awn =1 - Zi:l %
(22) ng - Zj—l maz(P;,Q;) ASg =1- Z(_lil max(P;,Q;)
? - i i i d max(P; ff'min i ;
(24)| Drq = Zi:lgj(’j“@)(;mé"f“@") Apg=1— 2Zi:12d (PI,QI(L - ><Pl,cz7,>

(26)|D Z:li{l:ll(Pv;sz’)z1 A 1 Qi:flll(Prc;;);

J = — - g=1-— =
> P,?Jr%;:l Q@2-Y"0 P > P12+Zj:i%§72j:1 PiQ;
C(Pi—Qy)? C(Pi—Qy)?
28 D ice — =1 A ice — 1-— i=1

S DG SN2 D 0 S @

7. Resultados

Por ultimo en la Tabla 1 muestra las funciones de correlacion creadas a partir
de las funciones de similitud, mientras que la Tabla 2 muestra las funciones de
correlacién creadas a partir de las funciones de disimilitud.

8. Conclusiones y trabajo a futuro

En efecto se crearon nuevas funciones de correlacién que cumplen con la
propiedad de correlacion, de medidas de similitud y distancias de distribuciones
de probabilidad, que cumplian con las caracteristicas para ser funciones de
similitud o en su caso funciones de disimilitud por tanto era posible construir
su funcién de correlacién, también pudimos mostrar que algunas de ellas eran
funciones de similitud complementarias.

Como trabajo a futuro se planea crear nuevas funciones de correlaciéon que
cumplan con la propiedad fuerte de correlacién. Ademas de encontrar conjuntos
de datos para los cuales se pueden aplicar y medir su precision.
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