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Resumen. En este trabajo se discute un algoritmo propuesto para la busqueda
Optima de un objetivo basado en la teoria del caos. La propuesta se basa en dos
etapas; la primera etapa realiza una bisqueda en toda el area de trabajo mediante
secuencias caéticas para encontrar el mayor nimero posible de minimos o
méaximos locales. Existen diferentes sistemas que generan secuencias caoticas,
en este trabajo se utilizaron los mapas: logistico y de Kent. Los resultados
obtenidos muestran un mejor desempefio con el mapa de Kent. La segunda etapa
utiliza el altimo valor 6ptimo detectado en la primera etapa como punto inicial
para comenzar la busqueda del 6ptimo global utilizando un camino cadtico. El
algoritmo fue probado en diferentes funciones conteniendo multiples minimos
locales. Se realizd una combinacion de secuencias aleatorias y cadticas,
observando que el mejor desempefio es utilizando un camino caético en la
segunda etapa. Los resultados muestran que el esquema propuesto puede ubicar
correctamente la posicién del 6ptimo global con un tiempo de calculo menor que
los otros métodos de optimizacidn estudiados.
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On Chaos Optimization for Target Search

Abstract. In this paper we discuss a proposed algorithm for the optimal target
search based on chaos theory. The proposal is based on two stages; the first stage
performs a search in the entire work area using chaotic sequences to find as many
minimums or maximums local as possible. There are different systems that
generate chaotic sequences, in this work the maps were used: logistic and Kent.
The obtained results show a better performance with the Kent map. The second
stage uses the last optimum value detected in the first stage as an initial point to
begin the search for the global optimum using a chaotic sequence. The algorithm
was tested in different functions containing multiple local minimums. A
combination of random and chaotic sequences was performed, observing that the
best performance is using a chaotic path in the second stage. The results show
that the proposed scheme can correctly position the global optimum position with
a short calculation time than other deterministic, stochastic and chaotic
optimization methods.
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1. Introduccion

La teoria de como encontrar una estrategia para la basqueda de un objetivo o una
fuente de perturbacidn, fija o en movimiento, ha sido estudiada por cientificos durante
mas de 50 afios. En [1], se presenta la teoria de blsqueda desarrollada durante la
Segunda Guerra Mundial para la Marina de los Estados Unidos. En esa teoria, el
escaneado sistematico se utiliza cominmente como una técnica de blsqueda [2]. Se
han encontrado aplicaciones manuales o automaticas de esta técnica, por ejemplo, en
astronomia, en la industria, medicina, biologia y exploracién minera.

Se puede ver que, si la resolucion del paso de bisqueda es lo suficientemente
pequefia y se conoce el espacio de trabajo, es probable que se alcance una blsqueda
completa del area de trabajo. Sin embargo, tal esquema puede consumir mucho tiempo
y potencia computacional. ElI problema de buscar un objetivo estacionario o no
estacionario por un robot movil también ha ganado considerable atencion por parte de
la comunidad cientifica para su posible aplicacién en tareas de blsqueda como en
operaciones militares, de vigilancia o de rescate [3]. La dindmica del Caos ha sido
recientemente reportada como una herramienta para explorar zonas de vigilancia con
una cobertura completa y répida del espacio de trabajo [4] utilizando sistemas
robéticos. El problema de bdsqueda puede interpretarse como un problema de
optimizacién en el que se debe encontrar el maximo o minimo en un mapa de
distribucion.

Los algoritmos de optimizacidn basados en caos (COA, por sus siglas en inglés) se
basan en dos etapas, la primera se utiliza secuencias cadticas para producir una variable
de blsqueda global. La segunda etapa realiza una busqueda refinada considerando que
la localizacion inicial de bisqueda se encuentra cerca del 6ptimo global. EI COA se ha
estudiado utilizando secuencias numéricas generadas por un mapa caético [5]. En [6]
demostraron que las propiedades estadisticas de los mapas cadticos afectan la eficiencia
de los algoritmos en la basqueda global, mientras que en [7] muestran que el éxito del
algoritmo depende de la segunda etapa.

En este trabajo, desarrollamos un esquema de blsqueda de objetivos que utiliza la
teoria del caos para su optimizacion. Los objetivos son los siguientes; primero se
estudiara el efecto de utilizar una distribucién cadtica y una distribucién aleatoria
uniformemente distribuida en la primera etapa; segundo, se propone una modificacion
de la segunda etapa del COA, utilizando el camino caotico utilizado en [8]. El algoritmo
propuesto se probard numéricamente usando funciones analiticas con mas de un
minimo local. El objetivo es estudiar la robustez y rapidez del algoritmo propuesto para
localizar el 6ptimo global.

2. Optimizacion aleatoria y cadtica

Los algoritmos de optimizacion estocédstica no dependen de una propiedad
matematica estricta, como continuidad, diferenciabilidad o una descripcién matematica
exacta de las funciones objetivo y las condiciones de restriccién, y por lo tanto sus
procedimientos de optimizacion son faciles de implementar [6]. Sin embargo, estos

Research in Computing Science 147(8), 2018 292 ISSN 1870-4069



Optimizacion basados en caos para la busqueda de objetivos

algoritmos generalmente muestran una convergencia prematura y una capacidad de
explotacion débil, lo que lleva a un 6ptimo local en lugar de un éptimo global y, por lo
tanto, una convergencia lenta. Alternativamente, el caos se ha propuesto como un
algoritmo de optimizacion debido a sus propiedades topoldgicas y estadisticas. El caos
ocurre en muchos sistemas no lineales, donde su evolucién en el tiempo es
impredecible. Para clasificar el comportamiento de un sistema como ca6tico, debe tener
ciertas propiedades: sensibilidad a las condiciones iniciales, pseudoaleatoriedad y
ergodicidad que implica que una secuencia caética puede visitar todo el estado del
atractor extrafio [9]. Estas propiedades que se encuentran en el algoritmo de
optimizacién del caos podrian tener un mejor rendimiento que los algoritmos
estocasticos [10].

La Fig. 1 muestra la secuencia de una variable aleatoria uniformemente distribuida
y su respectivo histograma para los primeros 500 valores. Los resultados de esta
pequefia muestra evidencian la naturaleza de esta distribucion.
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Fig. 1. a) Distribucidn aleatoria uniforme; b) histograma de la secuencia aleatoria.
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Un mapa de una dimension (1D) que puede generar una secuencia caotica es el
mapa logistico. Este es un mapa polinomial que puede conducir a fenémenos
complicados de dindmica cadtica y se puede representar como se muestra en la
ecuacion (1):

Cnir = Hen(1—¢,), 0<p <4, c,€(0), @)

donde c,, es el n-ésimo nimero ca6tico, n representa el nimero de iteraciones y u es el
parametro de control. El sistema (1) tiene diferentes caracteristicas dindmicas para
diferentes valores de u. Cuando el valor de u = 4, se genera la secuencia caotica entre
valores de (0,1). Los resultados de la simulacién utilizando u = 4 se muestran en la
Fig. 2.

La funcion de densidad de probabilidad (PDF) es una distribucion de Chebyshev

[11], donde el centro de la funcién muestra una distribucion uniforme, como se puede
observar en el histograma de la secuencia cadtica (Fig. 2 b).
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Fig. 2. a) Secuencias catticas generadas por el mapa logistico con u = 4; b) histograma de
la secuencia caética.

Se ha reportado que el mapa logistico puede tener algunas limitaciones debido a su
distribucion no uniforme [11]. Una alternativa es el mapa de Kent, que se ha sido
utilizado en aplicaciones como el cifrado seguro y tiene una distribucion tedrica
uniforme PDF. El mapa definido en la ecuacion (2):

0<c,<m
@)

Cn
m
—X

Cn+1 = )1-xp

m<c, <1
1-m

donde m es un parametro de control con un intervalo de 0 < m < 1, y la secuencia esta
acotada entre (0,1) [11]. La Fig. 3 muestra un ejemplo de la secuencias generadas
cuando m=.8, también se muestra el histograma correspondiente. La distribucion
obtenida exhibe un patron que se asemeja a una distribucion uniforme.
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Fig. 3. a) Secuencia cadtica generada por el mapa de Kent; b) histograma de la secuencia
cadtica.

Las secuencias cadticas en un espacio de trabajo en 2D de los dos mapas
presentados se comparan con una distribucién uniforme aleatoria. En las Fig. 4 y Fig.
5 muestran los resultados para 500 y 1000 iteraciones, respectivamente.
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Fig. 4. Distribucion en dos dimensiones con 500 iteraciones; a) mapa logistico; b) mapa de
Kent; c) distribucion uniforme aleatoria.

Fig. 5. Distribucion en dos dimensiones con 1000 iteraciones; a) mapa logistico; b) mapa de
Kent; c¢) distribucién uniforme aleatoria.

Claramente, las distribuciones obtenidas usando mapas caéticos proporcionan una
distribucion casi uniforme similar a la distribucion aleatoria uniforme con la ventaja de
que, de acuerdo con las propiedades topolégicas de la teoria del caos, todos los
conjuntos abiertos en el mapa pueden ser visitados [11]. Mé&s adelante, se probaran estos
mapas con funciones seleccionadas para estudiar el desempefio para la busqueda del
maximo global.

3. Algoritmo de optimizacion propuesto basado en la teoria del
caos

El algoritmo de optimizacion de caos propuesto se basa en dos etapas que se describe
de manera general en la Fig. 6.

Primera etapa Segunda etapa
Inicializacion de Busqueda del drea de Busqueda del optimo global Valor
los pardmetros trabajo con secuencias usando la caminata caéticao optimo
caoticas o aleatorias aleatoria
Clic+1 S xI§c+1 Ck“. B}“l EN x‘gul

Fig. 6. Diagrama del algoritmo propuesto.

El algoritmo se describe a continuacion:

1. Se define los parametros de inicializacién: nimero de iteraciones n, limite inferior
L; y superior U; donde i representa las dimensiones de la funcién a optimizar. Se
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define un valor dptimo f* = oo (si se busca el minimo global). Se establecen los
valores iniciales cf (k = 1, ...n) para generar las secuencias cadticas o aleatorias.

2. Las variables cadticas c¥ (acotadas entre (0,1)) se mapean en el rango de los limites
establecidos (variables de optimizacion x¥) mediante la ecuacion (3)

xf =L+ (U; — Lck. (3)

3. La funcion es evaluada con las variables de optimizacion f(x*). Si el valor de la
funcion f(x*) < f* entonces f* = f(¥*) y la solucion optima ¥* = x*. La
siguiente variable es generada c¥*! hasta k > n. A continuacion, se muestra el
seudocdédigo de la primera etapa.

01 Inicializacion n, L;, Ul-,f",clf‘:l
02 Mientras n > k entonces

03 c{’ = ucik’l(l — ci""l)
04 xff =1L+ (Ui~ L)

05 Si f(%*) < f* entonces
06 f=f (%)

07 ¥ =xk

08 Fin

09 k=k+1

10 Fin de la primera etapa

4. La segunda etapa inicializa con los Gltimos valores 6ptimo encontrado en la
primera etapa. Se define el nimero de iteraciones n y los valores iniciales 6= y

(k:l-

5. En esta etapa se utiliza la ecuacion de Pearson (4) definida por:

:nk
xik = ;€1=1 (k elei ’ (4)
donde x¥ es la nueva posicion, que se da como una suma de n vectores de dos
dimensiones con un tamafio de paso (¢¥) de la iteracion k y orientacion (6F). El
valor de {¥ y 65 estan dado por el mapa cadtico. Los valores de 8 son mapeados
dentro del rango (0,27) utilizando la ecuacion (3).

6. Se ajustan las variables dentro del rango, si xX < L; entonces xX = L;; xK > U;
entonces xX = U;.

7. La funcion es evaluada con las variables de optimizacion f(x*). Si el valor de la

funcion f(¥*) < f* entonces f* = f(¥*) y la solucion Optima ¥* = ¥*. La
siguiente variable es generada c/** hasta k > n.
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01 Inicializacion n, L;, U;, £, 8=, ¢¢=1
02 Mientrasn >k entonces
03 OF =poF(1-o6F 1)
04 F=pg(1-gF )
05  xf :Zﬁzlf"emé‘

06 Si x¥< L; entonces

07 k=1

08 Fin

09  Si x¥< U; entonces

10 xk=u;

11 Fin

12 Sif(%¥) < f* entonces

13 r=r(@)
14 =¥k
15 Fin

16 k=k+1

—

7 Fin de la segunda etapa

4. Resultados numéricos

Para probar la eficiencia y el comportamiento del algoritmo propuesto, se evalud
utilizando funciones conocidas: la funcién Rastrigin (Fig. 7 a)) y la funcion Rana (Fig.
7 b)). La funcién Rastrigin tiene varios minimos locales y un minimo global en la
posicion x* = (0,0), and f* = 0. La funcién Rana tiene varios minimos locales y un
minimo global en el punto x* = (11,10), and f* = —11.

fixy)

a) b
Fig. 7. a) Funcién Rastrigin f(x,y) = (x? — 10 cos(2mx) + 10) + (y* — 10 cos(2my) + 10);
b) Funcién Rana f,y) =xsiny/ly+1—x[cos/ly +1+x| + (v +

1) cos /[y + 1 —x|sin /ly + 1 + x|.

En la Fig. 8 muestra un ejemplo de las etapas del algoritmo propuesto en la funcién
Rastrigin, utilizando 200 iteraciones en la primera etapa y 100 en la segunda. El valor
6ptimo encontrado fue 1.03, tomando un tiempo computacional de .0313 seg.
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Fig. 8. Proyeccion de la funcion Rastrigin (plano x-y) donde (x?, y?) es el inicio de la primera
etapay (x9,v?) es el inicio de la segunda; a) Primera etapa; b) Segunda etapa.

La Tabla 1 muestra los resultados (tiempo computacional y valor dptimo) después
de implementar el algoritmo propuesto. Los resultados muestran que los dos casos
estudiados dan un valor 6ptimo general muy cercano al minimo global verdadero de la
funcién con solo una ligera mejoria para el caso 1.

Para comparar el algoritmo propuesto, se realizdé una comparacién con el algoritmo
de gradiente descendiente y con el algoritmo de perturbacién simultanea con
aproximacion estocéstica (SPSA) partiendo de la misma posicion y con el mismo
namero de iteraciones. Los resultados obtenidos muestran un mejor desempefio de estos
dos algoritmos comparado con el caso tres del algoritmo propuesto, pero menor que los
dos primeros casos. El algoritmo del gradiente puede mejorar el desempefio
modificando el paso que se utilizd6 o usando un nimero mayor de iteraciones. El
algoritmo del SPSA se basa en variables aleatorias, por lo que puede encontrar el valor
6ptimo incrementando el nimero de iteraciones.

Tabla 1. Resultados de la simulacion de la funcion Rastrigin con el mapa logistico (N=300).

# Casos Algoritmo Valor éptimo Tiempo (seg.)
ler etapa 2da etapa
1 Caos Camino caotico 1.01 .0313
2 Aleatorio Camino caotico 1.57 .0313
3 Caos Camino aleatorio 9.03 .0156
4 Gradiente (h=.025) 6.60 .0312
5 SPSA 5.13 .0156

Los tres casos propuestos se corrieron 50 veces para adquirir las métricas
estadisticas mostradas en la Tabla 2 y en la Tabla 3 para las funciones Rastrigin y Rana,
respectivamente. En promedio, el algoritmo propuesto usando secuencias caéticas en
las dos etapas da mejores resultados que cuando se combina con secuencias aleatorias.

En la Tabla 4 muestra los resultados de implementar el algoritmo propuesto en la
funcién de Rastrigin utilizando el mapa de Kent para generar la secuencia caética. Los
resultados muestran que los dos casos estudiados dan un valor 6ptimo general muy
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cercano al verdadero minimo global de la funcién con solo una ligera mejoria para el
caso 1.

Tabla 2. Resultados de simulacion de la funcion Rastrigin con el mapa logistico.

Valor éptimo Tiempo computacional

# Casos N - - -
Mejor Peor  Promedio Mejor Peor Promedio
1 4.03E-06 0.0009 0.0005 0.093 0.281 0.184
2 2.92E-06 2.16 0.5142 0.015 0.093 0.05
3 6.87E-06 0.0291 0.0043 0.046 0.187 0.092

Tabla 3. Resultados de simulacion de la funcién Rana con el mapa logistico.

# Casos Valor éptimo Tiempo computacional
Mejor Peor Promedio Mejor Peor Promedio
-11 -11 -11 .0156 1093 .0409
-11 -11 -11 .0156 125 .0596
-11 -10 -10 .0156 125 .0415

Tabla 4. Resultados de la simulacion de la funcion Rastrigin con el mapa Kent (N=300).

# Casos Ter etapaAlgomsz etapa Valor éptimo Tiempo (seg.)
1 Caos Camino caético .0063 .1250
2 Aleatorio Camino cabtico 1.82 .0313
3 Caos Camino aleatorio 2.12 .0313

5. Conclusiones

En el presente articulo, se propuso un algoritmo de optimizacién utilizando
secuencias cadticas. El algoritmo se basa en dos etapas. En la primera etapa, se lleva a
cabo una busqueda de los posibles valores 6ptimos (maximos 0 minimos). La segunda
etapa comienza en el Gltimo 6ptimo encontrado durante la primera etapa y se realiza
una busqueda utilizando la caminata cadtica.

La metodologia propuesta se compard con diferentes esquemas, combinando
secuencias aleatorias y cadticas en las dos funciones. El mapa logistico y el mapa de
Kent se usaron para generar las secuencias cadticas, que tienen diferentes
distribuciones. Los resultados muestran que hay una ligera mejora en el tiempo
computacional para el esquema propuesto. Los resultados presentados solo consideran
funciones de dos dimensiones; sin embargo, como trabajo futuro se tiene contemplado
atacar el problema en n-dimensiones y la implementacion del esquema de optimizacion
propuesto para la blsqueda de un objetivo.
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